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Un critere de laminarite locale en dimension 

quelconque 

Henry de Thelin 


Resume 

Nous montrons qu’une suite de sous-ensembles analytiques lisses de dimension s 
de la boule unite de C*, dont la courbure est controlee par le volume, converge vers 
une lamination de dimension s dans un sens faible. 

A criterion of local laminarity for all dimensions 

Abstract 

We show that a sequence of smooth analytic subsets of dimension s of the unit ball 
of C\ for which the curvature is bounded by the volume, converges to a lamination of 
dimension s in a weak sense. 

Mots-clefs : courants, laminarite. 

Classification : 32U40, 32H50. 

Introduction 

Dans cet article, on s’interesse a des limites de sous-ensembles analytiques de 
dimension s de la boule unite de La question est de savoir si celles-ci ont conserve un 
certain caractere analytique. 

Lorsque le volume de M„ est uniformement borne, on sait que c’est le cas. En effet, 
quitte a extraire une sous-suite, M„ converge vers un sous-ensemble analytique de B : c’est 
le theoreme de Bishop (voir [2]). 

Quand le volume n’est plus majore et que s = 1, I = 2, cette question a ete resolue 
dans [5]. Plus precisement, dans cet article on a montre le : 

Theoreme. Voir [5] 

Soit Cn une suite de courbes analytiques lisses de la boule unite B de C'^. 

\C 1 

On note An I’aire de Cn, Gn le genre de Cn et on suppose que Tn = converge vers 
un (1, l)-courant positif ferme T de B (toujours possible quitte a extraire une sous-suite). 
Alors, si Gn = 0{An), T est laminaire. 
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Un courant positif de bidimension (1,1) est laminaire s’il s’ecrit localement comme une 
integrale de courants d’integration sur une famille de disques disjoints, hors d’un ensemble 
negligeable (voir [1]). 

Par ailleurs, les exemples de Wermer (voir [10]) permettent de construire des suites de 
courbes analytiques lisses Cn de la boule unite B dont le genre croit plus vite que I’aire 
aussi lentement que Ton veut et pour lesquelles les limites ne contiennent aucun disque 
analytique. 

Signalons aussi que le theoreme precedent est une version locale de resultats de nature 
globale dans P^(C) (i.e. oil les courbes Cn n’ont pas de bord) qui sont dus a E. Bedford, M. 
Lyubich et J. Smillie (voir [1]) et R. Dujardin (voir [9]). Par ailleurs, tous ces resultats ont 
permis de montrer que certains courants issus de la dynamique holomorphe et meromorphe 
sont laminaires (voir [1], [9] et [6]). 

L’objectif de cet article est de traiter le cas ou les dimensions s et I sont plus grandes. 
Pour cela, on remplace tout d’abord la notion de courants laminaires par celle de courants 
tisses (voir [7]). Un courant positif de bidimension {s,s) est tisse s’il s’ecrit localement 
comme une integrale de courants d’integration sur une famille de boules de dimension s, 
hors d’un ensemble negligeable (voir le paragraphe 1 pour plus de details). Ensuite, on 
remplacera la notion de genre par celle d’une courbure que Ton va definir maintenant. 

On considere une suite Mn de sous-ensembles analytiques lisses de dimension s de la 
boule unite B de Dans toute la suite, on considerera comme sous-ensemble de P^(C) 
et on notera G{1 — s, 1) I’ensemble des plans complexes de dimension I — s dans F\C) (voir 
par exemple [4] p. 165). Les ensembles 

Mn = {{x,V), X € Mn, X G D G G{1 — s, 1) et V pas transverse a TxMn} 

vivent dans I’espace produit x G{1 — s, 1). C’est par definition le volu m e de Mn que I’on 
appellera courbure de Mn- 

Le but de cet article est alors de demontrer le critere suivant : 

Theoreme 1. Soit Mn une suite de sous-ensembles analytiques lisses de dimension s de 
la boule unite B de CK 

On suppose que Tn = ) converge vers un courant positif ferme T de bidi¬ 

mension {s,s) de B (toujours possible quitte a extraire une sous-suite). 

Alors, si Volume{Mn) = 0{Volume{Mn)), T est tisse. De plus si s = I — 1 alors T est 
laminaire. 

Signalons que les exemples precedents de Wermer montrent que ce theoreme est opti¬ 
mal. Par ailleurs, une version globale du critere (i.e. dans le cas ou les M„ n’ont pas de 
bord) a ete demontree par T.-C. Dinh dans [7]. Enfin, de meme que le critere de T.-C. Dinh, 
notre theoreme a pour vocation de demontrer que certains courants issus de la dynamique 
holomorphe et meromorphe sont tisses. 
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Voici maintenant le plan de ce texte. Apres un premier paragraphe consacre a des 
preliminaires, le second traitera le cas d’une suite de courbes dans (i.e. s = 1 et I 
quelconque). Enfin, dans le dernier paragraphe, on demontrera le critere precedent pour 
toutes les dimensions de sous-varietes analytiques. 

Remerciements : Je remercie T.-C. Dinh pour les discussions fructueuses que nous 
avons eues au sujet de cet article, ainsi que pour ses encouragements. 


1 Preliminaires 

Dans ce paragraphe, nous allons rappeler les notions de courants tisses (voir [7]) et 
courants laminaires (voir par exemple [1], [3], [5] et [9]). 

Considerons un ouvert D de et T un courant positif de bidimension (s,s). 

Definition 1. Le courant T est uniformement tisse de dimension s dans D si pour tout 
X G Supp{T) nD, il existe un polydisque B, un ouvert U de B contenant x et une constante 
c{B,T) tels que : 

T^u= f [rnt/]dA(r). 

Jr&g 

Id Q est Vensemble des sous-ensemhles analytiques irreductihles de dimension s de B de 
masse inferieure a c{B,T) et X est une mesure sur cet espace compact. 

Remarquons qu’a priori les E ne sont pas supposes disjoints. Cependant, si pour tous 
r et r' du support de A on a E fi E' = 0 ou Dimension(E n E') = s, on dira que T est 
uniformement laminaire de dimension s. 

De fagon analogue aux courants laminaires, on pent maintenant definir : 

Definition 2. Un courant T est tisse (respectivement laminaire) de dimension s dans D 
s’il existe une suite d’ouverts Dj C D avec ||T||(9Dj) = 0 et une suite croissante {Ti)i>Q, 
Ti uniformement tisses (respectivement uniformement laminaires) de dimension s dans 
Dj tels que limj^ooTi = T. 


2 Le cas d’une suite de courbes dans 


Considerons une suite Cn de courbes analytiques lisses de la boule unite de telle que 
le volume de C x G{1 — 1,1) soit borne par 0(Volume(C'n)). 

\C ] 

L’objectif de ce paragraphe est de montrer que les valeurs d’adherence de 
sont tissees (ou laminaires si / = 2). 

Voici le plan de la demonstrf^on. Dans un premier paragraphe, nous allons montrer 
que le controle sur le volume de Cn implique que 



KdV > -0(Volume(Cn)), 
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ou K est la courbure de Gauss de Cn- On utilisera pour cela un resultat de R. Langevin 
et T. Shifrin (voir [12]). Dans le second paragraphe, nous verrons que ce controle de la 

courbure implique que le genre de Cn est en 0(Volume(C'„)) quitte a reduire un peu la 

\C 1 

boule B. Enfin, en utilisant [5], nous en deduirons que les limites de ^ sont tissees 

(ou laminaires si / = 2). 


2.1 Controle de la courbure de Gauss des courbes Cn 

Tout d’abord d’apres le theoreme 4.3 de [12] on salt que 

-- [ KdV = [ n{Cn,H)dH, 

ou n{Cn,H) = ^{z € Cn, TzCn C H} (compte avec multiplicite) et G(/ —1,/) est I’ensem- 
ble des hyperplans de 

Maintenant, si on fixe un hyperplan H de (par exemple zi = 0) alors les hyperplans 
afhnes zi = a (avec a G C) decrivent une droite L dans G{1 — 1,1). De plus n{Cn,H) 
est le nombre d’intersection de L avec la projection de Cn sur G{1 — 1,1). Autrement dit 
Jg(i-i i) '^{Cn, H)dH est majore par Volume(C'n). 

En combinant les relations obtenues, on a done bien 



KdV > -0(Volume(Cn)). 


2.2 Passage du controle de la courbure a celui du genre 

Dans ce paragraphe, nous allons montrer la 

Proposition 2. Soit C une courbe lisse de la boule unite B de CK On suppose que C n’a 
pas de bord dans la boule B et on munit C de la metrique hermitienne induite. Alors, on 
a : 


Genre{C n pB) < c{p) ^Volume{C) — J KdV 

pour tout 0 < p < 1. 

Demonstration. Considerons trois boules concentriques pB, p'B et B (ou p' est generique 
et strictement compris entre p et 1). 

L’idee va etre de transformer les composantes de bord de C n p'B en des courbes 
geodesiques par morceaux. On obtiendra ainsi une surface C a bord geodesique par morceaux 
Le calcul du genre de C passera alors par une minoration de x{C) qui sera obtenue par la 
formule de Gauss-Bonnet. 
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1) Transformation du bord de C 

Soit h une composante de bord de C fl p'B. Si la longueur de h est inferieure a e 
(e << min(l — p', p' — p)^, on note b la plus petite courbe dans la classe cf homotopie de b 
(dans C). Cette courbe b est proche de b. En effet, en terme d’homologie 6 — 6 est le bord 
de S. Mais si oj designe la forme kahlerienne de , on a w = dA dans B d’ou : 

Aire(5) = f to = f dX = f A < ||A||(Longueur( 6 ) + Longueur( 6 )) < 2e||A||, 

Js Js JdS 

car la longueur^de b est inferieure a e. 

La courbe b reste done dans un e^/^-voisinage de b par le theoreme de belong (voir 
[13]). En particulier b est une geodesique (elle ne touche pas le bord de B). De plus, en 
utilisant de nouveau le theoreme de belong, on constate que S reste dans un 2e^/^-voisinage 
de dp'B. 

Traitons maintenant le cas d’une composante de bord 6 de C n p'B de longueur au 
moins e. 

On decoupe b en [j] + 1 morceaux de longueur inferieure ou egale a e. Fixons une de 
ces composantes connexes. Dans la classe d’homotopie de cette composante avec les deux 
extremites fixees on choisit la plus petite courbe. Comme elle est de longueur inferieure a 
e, elle reste dans un e-voisinage de dp'B et elle est done une geodesique. En recommengant 
le precede avec toutes les compe^antes connexes de 6 , on obtient des geodesiques qui une 
fois reunies ferment une courbe b homotope a 6 et geodesique par morceaux. Remarquons 
que b vit dans un e-voisinage de b et que par les memes arguments que precedemment, 
si b — b = dS, S reste dans un e^/^-voisinage de b (utiliser les arguments pour chaque 
composante connexe du decoupage de b). 

Dans la suite, on notera S I’ensemble des sommets qui sont aux extemites des com¬ 
posantes connexes qui decoupaient les bords de longueur superieure a e. 

Faisons un bilan de ce que Ton a fait : a toute composante de bord 6 de C* fl p'B, on 
a associe une geodesique b (si la longueur de b etait inferieure a e), ou une geodesique par 
morceaux b (si la longueur de b etait superieure a e). Le brad de C n j)'B est homologue a 
cette union de geodesiques et geodesiques par morceaux U6. Enfin U6 — d{C n p'B) est le 
bord de quelque chose qui vit dans un 2 e^/^-voisinage^e dp'B. 

Maintenant, si on decoupe C suivant les courbes 6 , on obtient un certain nombre de 
composantes connexes. On notera C bunion de ces composantes connexes qui rencontrent 
CfipB. 

2) Minoration de x(C') 

Remarquons tout d’abord que le bord de C est constitue uniquement de morceaux 
des b construits precedemment. En effet, si cela n’etait pas le cas, on pourrait construire 
une courbe 7 dans la smface C qui joindrait un point de pB a un point de dB sans 
jamais toucher un bord b (toute emuposante connexe de C rentre dans pB). En terme 
d’intersection, on aurait done 7 .( 06 ) = 0. Par ailleurs 'y.d{C 0 p'B) = ±1 (le nombre 
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d’intersection produit par le fait que 7 sort de p’B est I’oppose de celui produit par le fait 
que 7 y entre). Pour obtenir une contradiction, il suffit de demontrer le : 

Lemme 3. Soit 7 un chemin de C. 

Si a et b sont homologues dans C (a — b = dS), et si les extremites de 7 ne sont pas 
dans S, on a 7.0 = 7 . 6 . 

Demonstration. Si 7 rentre dans un simplexe de S, il doit en sortir. Mais le nombre d’in¬ 
tersection produit par le fait d’entrer dans un simplexe est I’oppose de celui produit par le 
fait d’en sortir. D’ou 7.(0 — 6 ) = 0. 

□ 

Le bord de C est done constitue uniquement de morceaux geodesiques inclus dans U6. 
En particulier il est inclus dans un 2e^/^-voisinage de dp'B. ^ 

Pour arriver a estimer xiC), on doit faire une autre remarque sur les courbes 6 : si on 
se place sur un morceau lisse connexe m de Ub prive des points multiples, on va voir que 
C se trouve an plus d’un cote de m. En effet dans le cas contraire, on pourrait construire 
deux courbes 71 , 72 sur C, qui partent de pB et qui arrivent chacune d’un cote de m. En 
pertubant un peu la situation, on pent done produire une courbe 7 de C qui joint deux 
points de pB telle que 7 . U 6 = ±1. Mais 7 - 9 ( 6 ' n p'B) = 0 (car on sort de p'B autant de 
fois qu’on y rentre), ce qui contredit le lemme precedent. 

Passons maintenant a la minoration de x{C)- 

La formule de Gauss-Bonnet nous donne : 

[ KdV+ [ kg = 27rx{C) - 27Tx{dC) + V(/3(s) - vr) 

Jc JdC 

ou kg designe la courbure geodesique. La derniere somme est prise sur les sommets du bord 
de C et /3(s) designe I’angle interieur au sommet s. 

Remarquons que I’orientation de dC n’est plus necessairement la meme que celle induite 
par I’homologie. 

Pour minorer x(C'), il faut etudier les sommets s du bord de C. 

R'' Cas : s G S (i.e. le sommet est une extremite d’une composante connexe qui de- 
coupait un bord long). 

Si la valence de s (i.e. le nombre d’aretes qui arrivent en s) est egale a 2 , alors Tangle 
interieur peut etre superieur a vr. Cependant il y a au plus |Longueur(9(C' fl p'B)) tels 
sommets. 

Si la valence est superieure a 3 alors elle est au moins 4 et on modifie un peu la situation 
comme dans le 2 ®™® cas. 

2®m® : s ^ 5 et s est a Tintersection de plusieurs morceaux de geodesiques (inter¬ 

section necessairement transverse). 
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Dans ce cas, ra a un certain nombre de secteurs angulaires et par la remarque prece- 
dente, la surface C ne pent pas se trouver dans deux secteurs adjacents. Maintenant, si on 
considere un secteur angulaire ou C se trouve, on le modifie comme dans la figure 1. 



Fig. 


> 



> 



1 - Transformation du bord pour un secteur angulaire. 


Cette operation ajoute des sommets mais pour chacun d’ent^e eux Tangle interieur est 
inferieur^ou egal a vr. Grace a ces transformations du bord de C, on obtient une nouvelle 
surface C dont le bord est plonge et geodesique par morceaux. Par ailleurs Tangle interieur 
en un sommet du bord de C est toujours inferieur a vr sauf pour au plus |Longueur(5(C' fl 
p'B)) d’entre eux. La formule de Gauss-Bonnet nous donne done : 


/C 


KdV = 27rx(C) + -') 


oil la derniere somme est prise sur Tensemble des so mm ets s du bord de C. 
On a done : 

r ~ 27 r 

KdV < 2Trx{C) H-Longueur(5(C' 0 p'B)), 

Jc e 

car (]{s) <2 it si s € S. Mais d’une part 


KdV> / KdV 

'c Jc 


car K est negative et d’autre part 


Longueur(5(0 n pB)) < c(/9)Volume(C') 


si p' est generique par la formule de la coaire (voir par exemple [11]). 

Autrement dit : 

x(C') >— [ KdV — c{p)Volume{C). 

271 Jc 

Pour finir la demonstration, il reste a controler le genre de C fl pB grace a la minoration 
de x{C). 

On a : 


Genre(C' O pB) < Genre(C') 


Nombre de composantes connexes de C 


X(C) +P 
2 
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ou p est le nombre de composantes de brad de C. 

Comme les composantes connexes de C ont leur bord dans un 2€^/^-voisinage de dp'B et 
qu’elles entrent dans pB par definition, elles sont en nombre an plus egal a c(/9)Volume(C') 
en utilisant le theoreme de belong. Finalement, on a : 

Genre(C n pB) < c{p) (^Volume(C) - J KdV 
qui est I’inegalite que Ton voulait demontrer. 

□ 



2.3 Caractere tisse de la limite 

\C 1 

Quitte a extraire une sous-suite ^ converge vers un courant T. Le but de ce 

paragraphe est de demontrer que T est tisse (ou laminaire si / = 2). Ces notions etant 
locales, il suffit de le demontrer dans pB (avec p generique compris entre 0 et 1). 

Si on combine ce que Ton a obtenu dans les deux paragraphes precedents on a que le 
genre de Cn dans pB est majore par 0(Volume(C'n)). L’idee maintenant va etre d’utiliser 
la demonstration de [5], afin de prouver le caractere tisse de T. 

On a deux possibilites. Soit T est nul dans pB (et le theoreme est demontre), soit il 
existe D une direction pour laquelle vr*(Tjp 5 ) ^ 0 (ou tt est la projection orthogonale sur 
la droite D). Dans toute la suite on se placera dans ce dernier cas. Si on quadrille le carre 
C C D, centre en 0, de cote 2 en 4/c^ carres egaux, alors dans [5], on a demontre que le 
nombre de bonnes lies dans Cn n pB (i.e. graphes au-dessus des carres du quadrillage) est 
minore par 4A:^(1 — ek)Sn- Ici Sn est essentiellement le recouvrement moyen de Cn H pB 
au-dessus de C (i.e. Sn = VoTuPhe^ npS forme kahlerienne de C). Par 

ailleurs est une suite qui tend lentement vers 0 (et dans ce texte toute suite de ce type 
sera notee e^). 

Montrons maintenant que T est tisse grace a la minoration du nombre de bonnes lies. 
Soit Tk,n le courant defini par Tk,n = VoI ume(C ) [P]. Le courant pent 

bonnes lies 

aussi s’ecrire T^^n = /[r]'i 2 ^A:,n(r) ou Vk,n est une mesure sur I’espace metrique compact 
des graphes au-dessus des carres du quadrillage. 

Si on note T, = Volumffc„) alors on a : 

J Tk,n A 7r*u; > (1 - et) J ^ 

d’ou, 

/ - ''=■ 

La suite de mesures h'k,n converge vers une mesure I'k (quitte a extraire une sous-suite) 
ce qui implique que T^^n converge vers Tfc = J[r](ii/fc(r) qui est done uniformement tisse 



au-dessus de chaque carre du quadrillage (et uniformement laminaire si Z = 2). Par ailleurs, 
on a toujours I’estimee : 

j iT\pB - Tk) A Ti*uj < eu, 

avec 2 ]p_b ~ Tk > Q par construction. Si on rafRne de plus en plus le quadrillage (i.e. si 
k augmente), Tk croit vers un courant Too qui est tisse (ou laminaire si Z = 2). De plus 
Too < T\pB et / {T\pB - Too) A 7r*uj < 0. 

Maintenant, si on prend une autre direction D' generique par rapport a Too et telle que 
tt'(T]pb) 7 ^ 0 (ou vr' designe la projection associee a D'), on construit de meme un courant 
T^, < T\pB qui est superieur a Too et qui verifie f (Tj^g — T^) A 7r'*u; = 0. En iterant ce 
precede on finit par avoir Tjp^ = T^,, c’est-a-dire que T est tisse dans pB (ou laminaire si 
Z = 2). 

3 Le cas general 

On considere ici une suite M„ de sous-ensembles analytiques lisses de dimension s de 
la boule unite B de Par hypothese le volume de 

Mn = {(x, T), X G Mn, X G T G G{1 — s, 1) et V pas transverse a 

dans x G{1 — s,l) est controle par 0(Volume(M„)). Quitte a extraire une sous-suite 
\blume^(A T7 converge vers un courant T et nous voulons demontrer que T est tisse (ou 
laminaire si s = Z — 1). 

Void I’idee de la preuve. Dans un premier temps nous allons trancher avec des 
plans complexes de dimension Z — s + 1. On obtiendra ainsi des courbes dans Nous 
verrons que la majoration du volume de M„ impliquera un bon controle de la courbure 
des courbes obtenues. En particulier, nous pourrons done construire beaucoup de disques 
sur ces courbes en utilisant le paragraphe precedent. Pour conclure il nous restera alors a 
utiliser le theoreme de N. Sibony et P. M. Wong ([14]) pour passer des disques a des boules 
de dimension s. 

3.1 Tranchage de Mn par des plans complexes de dimension Z — s + 1 

Dans ce paragraphe, nous allons estimer la courbure des courbes Mn H 7i avec 7i G 
G{1 — s +1, Z). On utilisera a plusieurs reprises la formule de la coaire que I’on peut trouver 
dans [11] page 258. 

Commengons par considerer I’ensemble 

Mn = X G Mn, X G T G G{l—s,l) et V pas transverse a T^Mn, V CH G G{l—s+l,l)}. 

Le volume de Mn etant controle par 0(Volume(Mn)) celui de Mn best aussi. 
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Maintenant si on note tts la projection de x G{l — s, 1) x G{l — s + l, 1) sur G(/ —s + 1, 1) 

et que dH designe la mesure volu m e sur G{1 — s + 1, Z), on a : 

J Volume(M„ n (H))d7i = 0 (Volume(M„)) 

grace a la formule de la coaire. 

Autrement dit, 

J \olume{{Mn)H)d'H = 0(Volume(iWn)) 

ou {Mn)n C X G{1 — s, 1) est defini par : 

{Mn)n = {{x,V), X G Mn, X G D G G{1 — s,l), V pas transverse a T^Mn et D C 7i\. 
En particulier pour TL generique M„ n Ti est une courbe lisse et : 

{Mn)H = X e MnCiH, X ev e G{1 - s,l), ra;(M„ nH) cv c 7i}. 

Le volume de {Mn)n est done egal a celui de (M„ n Tt) vu dans x G{1 — s,l — s + 1) 

(on a identifie 7i avec 

En resume, quand on tranche Mn avec des plans complexes 7i de dimension / — s + 1, 
on obtient des courbes n TL dont les courbures verifient : 


J Volume((M,i fi TL))dTL = 0 (Volume(M,i)). 


Eixons maintenant un plan complexe dans C* et notons G{1 — s, 1) I’ensemble des plans 
complexes de C* de dimension I — s qui passent par 0 et G(l,s) I’ensemble des droites du 
C® que Ton a fixe. L’application : 

^ : G(l, s) X G{1 -s,l)^G{l-s + 1, 1) 

qui envoie (£, D) sur C + D est definie sur un ouvert de Zariski de G(l, s) x G{1 — s, 1). En 
utilisant alors la formule de la coaire, on a : 

J Volume((M„ n TL{C)))dC dD = 0 (Volume(M„)), 

oil dC est la mesure volu m e sur G(l,s), dD celle de G{1 — s,l) et TL{C) est I’element de 
G{1 — s + 1,Z) forme a partir de £ et D (i.e. TL{C) = C + D). Par ailleurs dans I’integrale 
ci-dessus, on ne considere que les D qui font un angle au moins e avec le C® fixe (de sorte 
a etre loin de I’ensemble d’indetermination de <k). 

Maintenant, si on fixe D G G{1 — s, 1) generique au sens de la mesure, on a done : 

f Volume((iWn fl TL{C)))dC = 0(Volume(M„)) 


pour une infinite de n. 

Dans la suite, on va utiliser ce controle de courbure pour construire de bonnes lies sur 
les courbes H 7d(E) au-dessus de la droite C. 
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3.2 Construction des bonnes lies dans les courbes M„n7i(£) 

Dans ce paragraphe, nous allons donner une version quantifiee de ce que nous avons fait 
dans le paragraphe 2 . Dans toute la suite, on fixe 'H{C) (avec C generique) et on identifiera 
^{{C) avec 

Soit Cn = M„ n 'H{C). C’est une suite de courbes analytiques lisses de la boule de 
(j^z-s+i obtenue en tranchant B avec Par ailleurs, on ne considerera ici que les TiiC) 

qui entrent dans (1 — eo)-B. 

Reprenons ce que nous avons fait dans le paragraphe 2. Tout d’abord, en utilisant le 
paragraphe 2 . 1 , on a : 

I KdV > — 7rVolume(C'n). 

J Cn 

Ensuite, grace a la proposition 2, on sait que : 

Genre(C'n n (1 — eo)B) < c(eo) ( Volume (Cn) — [ KdV 

V JC„ 

Dans toute la suite, nous noterons Gn le genre de C^ H (1 — €o)B et Vn le volume de Cn- 
Maintenant, on va minorer le nombre de bonnes lies dans C^ n (1 — eo)B au-dessus de C 
en fonction de Vn et du volume de Cn- Notons tt la projection sur L en suivant la direction 
D (du paragraphe precedent). La projection par tt de Cn est incluse dans un carre C de 
cote 2i? (pour un certain R G N). Si on quadrille ce carre C C T en AE?k‘^ carres egaux 
(de taille ^), on a le : 

Lemme 4. Le nombre d’lles dans C^ H (1 — eQ)B au-dessus du quadrillage est minore par 

- 2{Crn + Vn) + k'^{l — ek) f TT* U)- 

d CnT^{T — ^0—^k)E^ 

Ici Ck est une suite qui tend vers 0 lentement et ui est la forme kdhlerienne standard de C. 

Demonstration. Elle reprend la preuve de [5]. 

Dans un premier temps, il s’agit de modifier un peu la courbe C„ de sorte a controler 
la longueur de son bord et le nombre de ses composantes de bord. Plus precisement, si on 
utilise le paragraphe 2.1 de [5], on pent transformer Cn n (1 — eo)^ en une courbe C* qui a 
son bord dans (1 — eo — efc/ 2 )R, qui coincide avec Cn sur (1 — eo — ^k)B pour laquelle d’une 
part le nombre de composantes de bord Bn est majore par ^^{Gn + Vn) et d’autre part la 

'^k 

longueur de son bord L„ est majoree par ^14 (a des constantes multiplicatives pres que 
Ton oubliera). 

Associe au quadrillage precedent, il y a quatre families de R^k^ carres deux a deux 
disjoints. Dans la suite, on considere une de ces families Q et on pave C — Q en croix 
comme dans la figure 2 . 

Le nombre d’iles au-dessus de Q est lie a la caracteristique d’Euler de C* — tt~^{Q). En 
effet, si X designe I’ensemble des lies de tt~^{Q) n C*, on a xiC — '^~^{Q)) 4 x(C'n) — #X 
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Fig. 2 - Pavage en croix. Les carres font partie de la famille Q. Les croix pavent C — Q. 

(enlever une ile fait chuter la caracteristique d’Euler de 1). On obtient done une minoration 
du nombre d’iles par -2Gn - - x(C'n - > -\{Gn + Vn) - x{Cn -H 

'^k 

reste a majorer x{C* — tt~^{Q)) pour obtenir une minoration du cardinal de I. Pour cela, 
on construit un graphe ou chaque sommet represente une composante connexe au-dessus 
d’une croix, et ou Ton met autant d’aretes entre deux sommets qu’il y a d’arcs en commun 
dans le bord des composantes correspondantes. Dans toute la suite, on identifiera sommets 
et composantes connexes associees. On obtient alors : 

x(S) — nombre d’aretes 

sommets 
< s — a 

ou s est le nombre de sommets et a le nombre d’aretes. La combinaison de cette relation 
avec la precedente, nous conduit a une minoration du nombre d’iles au-dessus de Q par 
— ^{Gn + Vn) -|- a — s. II nous reste done a majorer le nombre de sommets et a minorer le 

nombre d’aretes. Pour cela, la methode est exactement la meme que dans [5]. Modulo un 
petit nettoyage des courbes C*, on a d’une part : 

S < R^Sn{G — Q)k^{\ -\- €k) H- Ln 

ou Sn{C — Q) est le recouvrement moyen de C* au-dessus de G — Q (i.e. 5^(0 — Q) = 
Aire!c-Q) et d’autre part : 

a > 2R^k^Sn(G -Q)- hkLn, 

ou h est une constante universelle (voir [5] pour I’obtention de ces inegalites). 

On a done trouve une minoration du nombre d’iles au-dessus de Q en 

-\{Gn + Vn) + R^k^l - ek)Sn{C - Q) - -Ln, 

qui est minore par 

-4(Gn + Vn) + R44i - ek)SniC - Q). 
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Maintenant, en considerant les quatre families Q de carres dans le quadrillage initial, on 
obtient une minoration du nombre d’iles par : 

- 2{Gn + fn) + ^^(1 “ Cfc) 

qui est la minoration cherchee. 

□ 

On pent aussi estimer le nombre d’iles qui ne sont pas ramifiees. En effet, grace a un 
argument d’aire, on pent montrer le : 

Lemme 5. Le nombre d’iles non ramifiees (i.e. bonnes ties) dans C'„n(l —eo)-B au-dessus 
du quadrillage est minore par 

-^{Gn + Vn)+k‘^{l-ek)[ TT*U} - k‘^ f 'K*UJ. 

j Cnn{l—eo—^k)B j Cnr\{{l—eo)B—{l—eo—^k)B) 

En combinant ce lemme avec les estimees du debut du paragraphe, on obtient alors le : 

Lemme 6. Le nombre de bonnes lies dans Cn H (1 — eo)B au-dessus du quadrillage est 
minore par : 

—^ Volume{Cn) + k"^— €k) [ T:*ui — k^ f Tr*u>. 

Cnr]{l — €Q—€f~)B j Cnr]{{l — €o)B—{l — eo—€f^)B') 

3.3 Demonstration du critere 

Quitte a extraire une sous-suite ^ converge vers un courant T. Le but de 

ce paragraphe est de demontrer que T est tisse (ou laminaire si s = I — 1). Pour cela il 
sufht de le demontrer dans (1 — eo)^ (avec eo petit). Dans toute la suite, on supposera que 
^(i-eo)s 0 (sinon il n’y a rien a faire) et que 0 (ou 'kd est la projection 

sur le que Ton avait fixe en suivant la direction generique D du paragraphe 3.1). 

Rappelons que pour demontrer le critere, nous allons utiliser le theoreme de N. Sibony 
et P. M. Wong (voir [14]). Plus precisement, I’enonce que nous allons utiliser est le (voir 
[8] ou lemme 3.7 de [7]) : 

Theoreme. [1^] 

Soit V une famille de droites dans passant par un point a et soit B' la boule unite 
de centree en a. 

Supposons que 7i2s-2{L>) > ^ om 7f2s-2 est la mesure volume sur Vensemble des droites 
de qui passent par a. Soit g une fonction qui est holomorphe au voisinage de a ainsi que 
sur les droites de V intersectees avec rB'. Alors g se prolonge en une fonction holomorphe 
dans la boule crB' (id c est independante de g etB). De plus, on a : 

sup \g{b)-g{a)\< sup \g{b) - g{a)\. 

becrB' beVCirB' 


j 

J C*nn(l —CQ —e/c)^ 
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Reprenons les notations des paragraphes precedents. Si on considere un point x de 
C® et une droite L de G(l,s) (qui est I’ensemble des droites de C® qui passent par 0), 
nous noterons toujours 7i{x + L) le plan complexe de dimension I — s + 1 associe (i.e. 

TL{x + L) = X + L + D). 

Notons maintenant m{x, L) le nombre de bonnes lies dans M„ n 7d(rc + L) n (1 — eo)R 
au-dessus du carre S on S d [x + L) est le carre de taille ^ centre en x. 

Void le plan de la demonstration. Dans un premier paragraphe, on va minorer f m(x, L)dL dx. 
Dans le second, on verra que la combinaison de cette minoration avec le theoreme de N. 
Sibony et P. M. Wong permettra de construire beaucoup de bonnes lies (de dimension s) 
dans les sous-ensembles analytiques M„. Enfin dans le dernier, on demontrera le caractere 
tisse de T. 


3.3.1 Minoration de f m{x,L)dL dx 


Considerons I’application d) : C® x G(l,s) 
utilisant la formule de coaire, on a : 




1 -^ G(l,s) qui envoie {x,L) sur x + L. En 



m{y,L{C))dy dC, 


oil dy est la mesure de Lebesgue sur C et L{C) est la direction de C. 

Le jacobien apJac 4 (^_^)<l) ne jouera aucun role dans la suite : on pourra done I’oublier. 
Nous sommes done ramenes a minorer : 


m{y, L{C))dy dC. 


Pour faire cette minoration, nous allons utiliser les estimees du paragraphe precedent. 

Eixons une droite C. L’image de la boule unite B par ttd (oil ttd est le projection sur 
C® en suivant la direction D) dans C est incluse dans un carre de longueur 2R (pour un 
certain i? G N). Soit maintenant Qk le quadrillage de ce carre en carres egaux de 

taille ^ et dy^ la mesure de Lebesgue sur un de ces carres Cq. Si yo est dans Cq, on notera 
Uiiyo) les AR^k"^ points des carres du quadrillage qui dans ceux-ci ont la meme position 
que yo dans Cq. Ainsi, on a : 


m{y,L{C))dy 


4R‘^k‘^ 

L{^))dyo- 

i=l 


Autrement dit, par le lemme 6, 


J m{x, L)dL dx 




Co 


^ m{yi{yo), L{C))dyo dC 


i=l 


k'^ 


/ 

J M„nH{C)n{l-eQ-ek)B 


dC 


(kn,k 
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avec 


oil 


k 



Volume(M„ n 7i{C))dC + bn,k, 




= 


iT*ijj dC. 


M„n-H(£)n((l-eo)B-(l-eo-efc)B) 


Dans ces expressions, tt est la projection sur C (dans 'H{C)) induite par D et lo est la forme 
volume sur C. 

Maintenant, grace au paragraphe 3.1, on a : 


y Volume(M„ n ?i{C))dC = 0(Volume(M„)). 


Autrement dit. 


J m{x,L)dL dx > (1—efc) 


Volume(7r(M„n7d(£)n(l—eo—efc)i3))d/i—-7^0(Volume(M„))— 


En particulier, si on note n{y, C) le nombre d’antecedents de y G £ par tt dans M„n7d(£)n 
(1 - eo - ek)B, on a : 


J m{x, L)dL dx > {I — e^) 


n{y, C)dy dC 


-^0(Volume(M„)) 


bn,k 

'W' 


d’ou (toujours en oubliant le jacobien de <1>), 


J m{x,L)dL dx > (1 — €k) 


n{x)dL dx 


—2 O (Volume (Mre)) 


bn,k 


ou n{x) est le nombre de releves du point x dans M„ n (1 — eo — ek)B. Mais si eo est 
sufRsamment generique, alors I’inegalite precedente reste vraie si n{x) est le nombre de 
releves du point x dans Mn H (1 — eo)B. Dans toute la suite n{x) designera cette derniere 
quantite. De plus, toujours parce que eo est suffisamment generique, on a : 


^n,k 


< Cfc 


n{x)dL dx. 


En particulier, comme m{x, L) < n{x) on en deduit que : 


0 < 



m{x, L))dL dx < efcVolume(M„), 


avec €k qui tend vers 0 lentement. 
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3.3.2 Construction des bonnes lies 

Grace a I’estimee obtenue dans le paragraphe precedent, on va pouvoir utiliser le 
theoreme de N. Sibony et P. M. Wong. Pour cela soit (n est fixe) : 

Xk = {x, n(x)(l — > m{x,L) pour un ensemble de L de mesure superieure a 


11 s’agit de montrer que cet ensemble est petit. 

Si on reprend I’estimee precedente, on a : 

efcVolume(M„) > / 

Jxk 

Ce qui implique que I’on a une majoration de la forme : 


L 


(n(x) — m{x, L))dL dx > 



n{x)dL dx 


/ n{x)dx < efcVolume(M„), 

Jxu 

pourvu que la suite tende vers 0 moins vite que e^. 

Considerons un point x hors de Xk qui n’est pas dans les valeurs critiques de 'KD\Mn- 
L’ensemble des droites L pour lesquelles n(x)(l — e'^) < m{x,L) est de mesure au moins 
1 — e^. Notons xi, • • • ,Xn(x) les releves du point x dans M„ n (1 — eo)B. On dira que L 
se releve bien en Xi s’il existe une bonne ile dans Mn fl (1 — eo)i? qui contient Xi et qui 
est au-dessus du carre de taille | centre en x dans x + L. Comme x n’est pas dans Xk, le 
nombre de x* pour lesquels la mesure de L qui se relevent bien en x* est majore par ^ est 
au plus egal a e'^n(x) (a des constantes multiplicatives pres). En utilisant maintenant le 
theoreme de N. Sibony et P. M. Wong, on en deduit que Ton peut construire (1 — e'^)n(x) 
releves du cube de taille | centre en x dans n (1 — eQ)B. La restriction de tt/j a ces 
releves est un biholomorphisme sur le cube de taille | centre en x. 


3.3.3 Caractere tisse de la limite 

Dans ce paragraphe nous allons montrer que la limite T est tissee dans (1 — eQ)B. 

Rappelons que {'KD)*T\(i-eo)B 7^ 0 (car la direction D est choisie generique). L’image 
de la boule B par la projection ttd sur est incluse dans le cube C centre en 0 de taille 
cR (pour un certain i? G N). Considerons le decoupage de C en cubes de taille Nous 
appellerons bonnes lies les preimages P par tt/j de ces cubes dans n (1 — eo)B pour 
lesquelles la restriction de tt/i a P est un biholomorphisme sur le cube du decoupage qui 
lui correspond. D’apres I’estimee sur le volume de Xk et le nombre de branches inverses 
au-dessus d’un point hors de Xk, on peut minorer le nombre de bonnes lies au-dessus du 
quadrillage par (^)^* (1 — e(.)(Volume(7ro(M„fl (1 — eo)P)) — efcVolume(M„)). Maintenant 
comme {7rD)*T\{i-eo)B 7^ on en deduit que le nombre de bonnes lies est minore par 
(^)2^ (1 - efc)Volume(7rD(M„ n (1 - eo)B)). 
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Soit Tk,n le courant defini par Tk,n = Voluiiie(M„) [r], Le courant pent 

bonnes lies 

aussi s’ecrire = /[r]dt'A:,n(r) on i'k,n est une mesure sur I’espace metrique compact 
des graphes de dimension s au-dessus des cubes du quadrillage. 

Si on note alors on a : 

I Tk,n A > (1 - ^k) 

d’ou, 

J (Tn - Tk^n) A 7rJ)(u;®) < e^. 

La suite de mesures h'k,n converge vers une mesure I'k (quitte a extraire une sous-suite) 
ce qui implique que converge vers = J[r](it'fc(r) qui est done uniformement tisse 
au-dessus de chaque cube du quadrillage (et uniformement laminaire si s = / — 1). Par 
ailleurs, on a toujours I’estimee : 

J (P|(i-eo)B - Tk) A 7rl){uj^) < Cfc, 

avec — Lfc > 0 par construction. Si on raffine de plus en plus le quadrillage (i.e. si 

k augmente), Tk croit vers un courant T^o qui est tisse (ou laminaire si s = Z — 1). De plus 
Poo < P|(i-eo)B et / — Too) A < 0. 

Maintenant, si on prend une autre direction D' generique par rapport a Too et telle que 
{'^D')*{T\(^i-eo)B) / 0 (ou ttd' designe la projection associee a D'), on construit de meme un 
courant qui est superieur a Too et qui verifie f — T^) A = 

0. En iterant ce precede on finit par avoir = T^, e’est-a-dire que T est tisse dans 

(1 — eo)T (ou laminaire si s = Z — 1). C’est ce que Ton voulait demontrer. 
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